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I ntroduction

Les différentes parties de ce résumé correspondent & une successon de methodes,
étudiées dans un ordre de difficulté croissante. Toutes ces parties correspondent a des
méthodes différentes pouvant ére agppliquées aux problemes généraux de classficaion, sauf
la derniere qui porte sur la reconnaissance de parole, qui utilise des méhodes spécifiques,
adaptées ala nature temporelle de I'information traitée.

Dans la plupart des méthodes décrites dans ce document, une forme est représentée par
un vecteur dont les composantes sont des grandeurs caractéristiques. Le seul cas particulier
e cdui de la reconnaissance de parole, dans lequd une forme est représentée par un
ensemble de vecteurs, la dimenson supplémentaire (celle du nombre de vecteurs de cet
ensemble) correspondant au temps.

Dans tout ce document, RdF sera synonyme de classification.

Applications industrielles

Pami les gpplications indudridles actudlesde la Reconnaissance des Formes (RdF), on
peut citer
» |a reconnaissance biométrique : empreinte digitde, iris de I'odl, vissge (par exemple
pour I’ acces a des lieux séeurisss) ;
» |a reconnaissance de parole (par exemple pour la converson parole vers texte), de
I’ écriture (par exemple traitement ou archivage de documents manuscrits) ;
» |aclassfication automatique d objets divers.
Dans chacune de ces gpplications, il est assez difficile de connéitre les méhodes utilisées,
pour des raisons évidentes de secret industridl.

Lien avec autres domaines

La RdF et un domaine tres proche de cdui de I'andyse de données (utilise pour la
prévision, les éudes daidtiques, €tc): la reconnaissance passe souvent par une andyse de
données prédable, d une subdivison de ces données en groupes d appartenance distincts, puis
d une prise de décision d’ gppartenance al’ un de ces groupes.

C'est un domaine égdement tres proche de celui des réseaux de neurones (RdN) : d'une
part la RdF est la principae application des RdN, et d autre pat de nombreuses méthodes de
RdF peuvent étre formulées dans le cadre des RdN.

Principes généraux

La RdF fonctionne souvent par apprentissage, a partir d'exemples de données
disponibles. Il existe 2 grandes catégories d gpprentissage : supervise ou non supervist. Dans
le cas nonsupervise, les paramétres d'un classfieur sont gustés a patir de données
d gpprentissage, sans regarder S la réponse du classfieur est correcte ou non pendant cette
modification. Dans le cas supervise, au contraire, les erreurs commises par le classifieur sont
exploitées pour corriger son fonctionnement par | gustement de ses paramétres.

Dans la plupat des dgorithmes, le nombre de classes des données est initidement
indiqué al’ dgorithme.
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I) Lesk plus prochesvoisins (kPPV)
Principe

La forme a classer et comparée aux autres formes ayant dga éé classées, et on lui
affecte la classe la plus représentée parmi les k plus proches d' dlle.

Dans le cas particulier k=1, c'est la clase de la forme la plus proche de la forme a classer
qui est affectée a cette derniére.

La notion de proximité utiliste e quantifiée par une mesure de smilarité. La mesure de
smilaritéla plus utilisée est la distance eudidienne.

Pour que I'dgorithme puisse démarrer, il faut utiliser un certain nombre d exemples dont
la classe est connue, auxquels vont étre comparés les premiers vecteurs a classer.

Paramétres
Les différents parametres de I’ dgorithme, réglables par I utilisateur, sont :
- le nombre d’ exemples dont la classe est connue, utilisés au démarrage de I dgorithme
- lavdeur dek
- lamesure de amilarité (ex. : distance euclidienne)

Algorithme

Choisir des exemples initiaux, dont la classe est connue

Pour chaque vecteur a classer

= Mesurer la similarité entre le vecteur a classer et tous les vecteurs déja classés

= Déterminer les k vecteurs pour lesquels la similarité est la plus grande (=kPPV)

= Déterminer la classe la plus représentée parmi ces k vecteurs et affecter cette classe
au vecteur a classer

Propriétés

- Le colt de cacul augmente avec le nombre ce vecteurs d§ja classés, ce qui représente
un inconvenient.

- Le réaultat de clasdfication dépend de I'ordre de présentation des exemples, d'ou
I'importance de faire une initidisation correcte.

- Le choix de k conditue un compromis: une petite vaeur permet de définir des
frontiéres compliquées entre les classes, mais présente une grande senghilité au bruit ;
une grande vadeur permet de définir des frontieres lisses et de présenter une insensibilité
au bruit, mais ne permet pas de traiter le cas de classes possédant un effectif réduit (car
dans ce casil faut beaucoup d’ exemplesinitiaux).

-La regle dédffectaion définie dans I'dgorithme comporte de nombreux cas
indécidables. Par exemple, les cas ou il n'y a pas une clase plus représentée que les
autres dans les k plus proches voisns (exemple: k=3 et nombre de classes =3
égdement). Dans de tdls cas, on peut soit imposer que la vaeur de k respecte quelques
contraintes par rapport au nombre de classes (par exemple il ne doit pas ére un multiple
du nombre de clases), ou choisir une regle de décison supplémentaire, comme par
exemple les disances minimaes.

- 1l peut ére démontré, d’'une maniere théorique, que cette méhode est optimae quand
les données sont gaussennes (voir paragraphe sur classfication bayesenne et |'annexe
aur les gatistiques).
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[1) Nuées dynamiques

Principe

La principde différence avec les kPPV et que chague vecteur a classr net pas
comparé a tous les exemples d§a classés, mais a un seul vecteur représentatif de chaque
clase.

Les principales caractéristiques de cette méthode sont les suivantes :

Chague clase et représentée par un vecteur : on I’ gppelle noyau, ou représentant, ou
encore prototype.
Ce représentant et obtenu par combinaison des vecteurs affectés a sa classe par
I’adgorithme. Souvent, on le prend égd ala moyenne de ces vecteurs.
Chague vecteur a classer est comparé a tous les noyaux au moyen d une mesure de
gmilarité (le plus souvent, la digance euclidienne). Ce vecteur est associé a la clase
dont le noyau est e plus proche.
Le noyau e mis a jour a chague affectation d'un nouveau vecteur a la dase quil
représente. L'effet de cette modification est un rapprochement du noyau vers le
nouveau vecteur.
Remarque: Dans le cas ou le représentant et condtitué par la moyenne des vecteurs
affectés a4 sa classe, il Nest pas nécessaire de re-caculer la moyenne de tous les
vecteurs. En effet on peut montrer facilement que la moyenne de n+1 vecteurs peut
S exprimer de maniere récursive, en fonction de lamoyenne de n vecteurs :

_nm,+X,,
n+l n +1
oU %41 et le (n+1)® vecteur et My la moyenne de n+1 vecteurs. Cette relaion reste
vaable lorsgue x et m sont des vecteurs de dimension quelconque.
Le représentant initid pour chaque classe peut éreun vecteur de cette classe chois
déatoirement, mais I'dgorithme aura plus de chances de sexécuter efficacement S on
utilise plutdt un vecteur représentatif de cette classe, c'est a dire situé aux dentours du
centre (par exemple égd ala moyenne de quel ques points connus de cette classe).

m

Parametres

- représentantsinitiaux pour chague classe
- mesure de Smilarité (ex. : distance eudlidienne)

Algorithme

Choisir le représentant initial de chaque classe (ou le calculer a partir de vecteurs de cette
classe)
Pour chaque vecteur a classer

Mesurer la similarité entre le vecteur a classer et les représentants des différentes
classes

Déterminer le représentant correspondant a la similarité maximale

Modifier ce représentant pour prendre en compte le nouveau vecteur affecté a sa
classe
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Propriétés

- Méhode peu colteuse en caculs car chague vecteur a classer n'est comparé qu'a un
seul autre vecteur pour chague classe : le noyawl.

- Méhode ayant la propriété de minimiser un critére globd : la somme des distances des
points au prototype le plus proche d’ eux.

- D’un point de vue géométrique, cette propriété correspond a un découpage de | espace
des entrées appelé pavage (ou tessellation) de Voronoi, dans lequel chague pavé et
asocié a un vecteur représentant @ il est condtitué par I'ensemble des points les plus
proches de lui que de tous les autres représentants.

- Méhode sensible a I'ordre de présentation des données a classer: d cet ordre et
déatoire, le réaltaa de la clasdficaion sera différent a chague exécution de
I'dgorithme.

- Avec la digance euclidienne, méhode ayant tendance a créer des classes hyper-
sphériques (des cercles en dimenson 2). Donc fonctionne bien avec des classes
hypersphériques mais moins avec les formes plus complexes. Pour pdlier a cet
inconvénient, on peut utiliser plusieurs représentants par classe (voir ci-dessous).

Variantes

Une variante permettant de traiter des classes de formes complexes consste a utiliser
plus eurs représentants par classe. Le principe de I’ dgorithme reste le méme.

[11) Apprentissage compétitif
a) Apprentissage compétitif non-supervise (vector quantization : VQ)

Cette méthode et égdement appdée quantification vectoridle. Elle désigne le fait de
remplacer un vecteur dont les composantes peuvent ére quelconques, par un vecteur d'un
ensamble discret. Cette opération est andogue a la quantification d'un signd échantillonné :
la vdeur des échantillons conditue aors une varidble mono-dimensionnele, dors que dans la
RdF on raisonne sur des vecteurs multi-dimensonnels.

Principe

La méhode de quantification vectoridle est tres proche des nuées dynamiques. Mais
plutét que dutiliser la moyenne des vecteurs affectés a une classe pour représenter cele-ci,
les vecteurs représentants sont adaptés par une régle d gpprentissage, a chague classfication
d’ un nouvesu vecteur.

De plus cette méthode et souvent formulée dans le cadre des Réseaux de Neurones, qui
fat que les termes employés sont différents de ceux de la méhode des nuées dynamiques,
tout en désignant des choses trés proches. (voir I'introduction aux Réseaux de Neurones en
annexe). Les prototypes sont adors codés dans les vecteurs poids des neurones. Dans la
verson "classque’, on recherche par exemple une disance minimade comme critere de
gmilaité maximde, mas dans la verson neuronde on recherche un produit scdare
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maximal, entre un vecteur a classer et les vecteurs poids des neurones. On peut montrer que
ces deux critéres sont équivaents, dans certaines conditions (voir annexe sur cacul matricid).

L’ apprentissage est de type non-supervise, c'est a dire que I'information d’ gppartenance
des vecteurs d'exemple a une classe Nest par utiliste pendant |’ apprentissage, sauf pour ceux
qui sont utilisés pour initidiser I dgorithme (comme dans le cas des nuées dynamiques).

Paramétres
- coefficient d' apprentissage
- représentantsinitiaux pour chague classe

- mesure de amilarité (ex. : distance euclidienne)

Algorithme

Choisir les représentants initiaux pour chaque classe

Initialiser les poids de chaque neurone a un exemple représentatif de chaque classe (1)

Répéter un certain nombre de fois (2) :

= Appliquer un vecteur en entrée du réseau

= Sélectionner le neurone dont le vecteur poids est le plus proche du vecteur d’entrée
(neurone "vainqueur") (3)

» Modifier les poids de ce neurone par la regle d’apprentissage (4) :

Dw;; =a.(X - Wij)yj

(1) ou ades vaeurs déatoires, mais cela peut poser e probleme des neurones "morts'.

(2 En générd, on présente une fois tous les vecteurs de la base d apprentissage, puis on
recommence. On peut fixer un nombre de présentations de maniére arbitraire et empirique,
ou définir un critere de convergence. Par exemple, utiliser la base de test gores chague
présentation de la base d apprentissage ; le critere d'arrét est dors atteint quand le taux de
reconnaissance sur la base de test passe au dessus d’ un seuil.

(3) La mesure de smilarité utiliste peut ére basée sur le caeul d'une distance euclidienne, de
Hamming, ou d’un produit de corrélation.

(4) La sortie du neurone vainqueur et fixée & 1 et cdle des autres & 0 (C'est le principe de
I apprentissage compétitif). Par application de la régle d gpprentissage, seuls les poids du
neurone vaingqueur sont modifiés. C est équivaent a appliquer laregle

DW”- =a.(X; - W;

uniquement au neurone ayant répondu le plus fortement.

L'effet de cette regle d apprentissage et de rapprocher le vecteur poids du neurone
vainqueur, du vecteur aclasser comme dans les nuées dynamiques.

Variante

Une vaiante consgte a utiliser plusieurs vecteurs représentants par classe. Elle permet de
traiter le cas des classes dont laforme est plus complexe que smplement hypersphérique.

Comme dans les nuées dynamiques, la structure générae de I’ dgorithme reste la méme.

D’un point de vue neurond, dans le cas ou il y a plusieurs représentants par classe, cda
correspond a avoir 2 couches de neurones, dont la 2° (neurones de codage des classes)
implémentent des fonctions OU.
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b) Apprentissage compétitif supervisé (learning vector quantization : LVQ)

LVQ (pour Learning Vector Quantizetion) es une verson supervisée de I'agorithme de
guantification  vectoridlle. Comme dans toutes les méhodes supervisées, pendant
I'apprentissage, on  utilise I'information d' appartenance des exemples d gpprentissage a une
clase.

Il existe pluseurs versions de cet dgorithme, gppeées: LVQ1, LVQ2, LVQ2.1, LVQ3,
OLVQ1. Le package LVQ PAK (disponible sur Internet) regroupe les sources de ces
programmes pour toutes les versons, sauf LV Q2.

Principe

Pour un vecteur d'entrée a classer, 9§ le vecteur poids du neurone vainqueur est un
prototype de la classe correcte, il et modifié de la méme fagon quavec la méhode
VQ (verson non-supervisée de I'dgorithme) ; il est donc rgpproché du vecteur d'entrée. A la
différence de VQ, g le vecteur poids du neurone vainqueur n'est pas un prototype de la classe
correcte, il et oigné du vecteur d entrée.

On peut avoir plusieurs représentants par classe. En effet, comme dans le cas des Nuées
Dynamiques, avec un seul représentant par classe la méthode de bons résultats pour les
classes hypersphériques et moins bons pour les autres formes de classes. Le fait de prendre
pluseurs représentants par classe permet de mieux traiter le cas de classes de formes
complexes.

Avec plusieurs représentants par classe, le réseau se compose de 2 couches: la premiére
et condituée de neurones codant chacun un représentant d'une classe, la deuxieme de
cdlules réaisant des fonctions OU sur les sorties de neurones de la premiére. Les neurones de
la derniere couche codent chacun une classe.

Différentes versions

LVQ1

Lamodification des poids du heurone vainqueur est définie par :
Wy (t+1) = w, (1) +s(t)ax(t) - w, (1)
ol c est I'indice de classe, a un coefficient d’ gpprentissage (fixe), et
s(t)=+1 g la classfication est correcte (Ie neurone vainqueur représente la bonne classe)
-1 s la clasdfication et incorrecte (le neurone vainqueur ne représente pas la bonne
classe)

LVQ2

Dans cette verson on ne modifie pas uniquement le prototype le plus proche du vecteur a
classer mais les deux prototypes les plus proches, quand les conditions suivantes sont réunies :
le vecteur a classer est proche de la frontiére (hyperplan) qui s&pare les 2 prototypes, ¢ est
adirequ'il est apeu pres aégde distance du prototype correct et du prototype incorrect ;
le prototype le plus proche correspond a une classe incorrecte et le second prototype le plus
proche ala classe correcte.
La premiére condition peut &re implémentée de la maniere suivante: soient di et d; les
digances euclidienne entre une entrée x e respectivement w;, le représentant de la classe
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incorrecte, et wj, celui de la classe correcte. x est défini comme tombant dans une fenétre de
largeur L 9

.l d;0 _1-L
min ,—_:>SaveC S=
édj d g 1+l
L’ agorithme éoigne dors w; (le prototype incorrect) du vecteur a classer x et en rapproche w
(le prototype correct), comme dans la version de base.
Les valeurs recommandées pour L sont 0,2a0,3.

L'intérét de cette variante et de déplacer les vecteurs prototypes uniquement dans les cas
ol il y a mauvaise classfication, e ol le vecteur a classer se trouve proche de la frontiere
entre 2 classes, zone d’ ambiguité.

LVQ2.1

Dans cette verson on modifie les deux prototypes les plus proches comme dans LVQ2,
mais I'un des deux peut indifféremment représenter la classe correcte et I'autre une mauvaise
classe. La modification n'est gppliquée que S le vecteur a classer et proche de la frontiere qui
Separe les deux prototypes.

LVQ3

Dans le cas ou les 2 prototypes les plus proches du vecteur a classer représentent une
classe différente, ils sont modifiés de laméme maniere que dansLVQ2.1.

Mais dans le cas ou ces 2 prototypes appartiennent a la méme clase que le vecteur a
classer, on goute un facteur constant dans la regle d’ apprentissage :

W, (t+1) = w, () +ealx(t) - w, (1), ki {ij}
oui et sont lesindices de ces 2 prototypes.

L'effet de cette régle supplémentaire et d'éviter les dérives des prototypes a long terme
(Cet a dire dans le cas ou les mémes entrées sont présentées indéfiniment, cycliquement),
possiblesavec LVQ2.1.

Des vaeurs empiriques pour e vont dea 0,1 a0,5.

OLVQ1

II Sagit d'une variante de |'dgorithme de base LVQ1, dans laqudle les vaeurs optimales
des taux dapprentissage sont déerminées. Chague classe possede son  propre taux
d apprentissage.

Le taux d gpprentissage est défini par :

a (=2

1+5(t)a(t- 1)

ou c es I'indice de classe,
et g(t)=+1 g laclassfication est correcte ;
-1d laclassfication est incorrecte.

I dminue quand le nombre de bonnes classfications augmente ((t)=1), e augmente
guand le nombre de mauvaises classfication augmente ((t)=-1). Aind, quand la classfication
s amédliore, les prototypes ont tendance a se stabiliser.

Empiriquement, on obsarve que le taux de reconnaissance maximal est atteint au bout
d un nombre de présentations de toute la base d' apprentissage égal a 30 a 50 fois le nombre
de vecteurs prototypes.
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On goute smplement I'indice de la classe dans laregle d’ apprentissage :
w, (t+1) =w, () +s(t)a  (D)(x(t) - w, (1))

V) Fonctionsradiales de base
a) RCE (Reduced Coulomb Energy)

Le réscau RCE et un réssau a congruction dynamique. 1l Sagit d'une méhode
supervisee, ¢ est adire dans lagudle | appartenance aux classes est connue al’ avance.

Principe

L’'idée de cette méthode et de représenter les classes par une réunion d hypersphéres
(des cercles en dimension 2). Chaque hypersphére est codée par une celule (qu'on appelera
cdlule de codage).

Une cdase et codée par une cdlule recevant les sorties d'une ou plusieurs celules de
codage.

Initidement le réseau ne comporte aucun neurone de classe. Un nouveau neurone est créé
des que le besoin Sen fait sentir, c'est a dire quand les neurones dga créés ne peuvent coder
correctement une nouvelle entrée. Un neurone possede une zone d'influence dans |’ espace des
entrées, de forme circulaire e définie par son rayon, initidement centrée sur I'entrée ayant
provoqué la création de ce neurone. Cette zone circulaire est définie par la regle d activation
des neurones::

pour leneuronej : =14 dist(x, W) £1
Osnon
ou:

* | estleseuil dentrée du neuronej (également le rayon de son cercle d'influence),

» X levecteur d entrée actud,

= w; levecteur poids du neurone.

Propriétés

Inconvénients
- le nombre de prototypes (et donc de cdlules) dépend de I'ordre de présentation des
entrées
I’ gorithme est trés consommateur de mémoire
tendance a |’ gpprentissage par coeur (méme du bruit) et donc mauvaise généraisation
la méhode est non optimale dans le @s des classes qui se chevauchent, contrairement
aux méthodes qui définissent des frontiéres entre les classes

Avantages
- apprentissage rapide, permettant donc des applications temps-réel
smplicité : un seul paraméreinitid | 1 + un échantillond’ apprentissage
fable connectivité : linéaire en fonction du nombre de neurones

possihilité d gpprentissage de nouvelles données sans avoir a ré-agpprendre toute la
base

10
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Algorithme

Initialisation : rayon initial des hyperspheéres | o
Pour chaque vecteur a classer
- Si ce vecteur n'appartient pas a la région d'influence d'une cellule de codage, création d'une
nouvelle cellule de codage
- S'il existe déja un neurone de classe pour la classe de ce vecteur, connexion de cette
nouvelle cellule de codage a cette cellule de classe
- Sinon, création d'une nouvelle cellule de classe pour la classe de ce vecteur
- Si ce vecteur appartient a la région d’'influence d'une ou plusieurs cellule(s) de codage
- Pour chacune de ces cellules de codage
- Si cette cellule de codage représente la dasse du vecteur présenté, la classification est
correcte et rien ne se passe
- Sinon, cela signifie que la région d’'influence de cette cellule de codage est trop grande :
Diminution de cette région : I =dist(x, w)-e (x vecteur a classer, w vecteur poids
cette cellule)
Si aucune de ces cellules de codage ne représente la classe correcte
- Création d'une nouvelle cellule de codage, dont le rayon de la région d'influence doit étre
Iégerement inférieur & la distance entre le vecteur a classer et tous les autres vecteurs
représentants (*). Dans le cas général de n cellules de codage, cette région d'influence
doit donc satisfaire la condition :
I n<ming[dist(xn, wi)], k=1,...,n-1
- s'il existe déja un neurone de classe pour la classe de ce vecteur, connexion de cette
nouvelle cellule de codage a cette cellule de classe
- (suite de) Si aucune de ces cellules de codage ne représente la classe correcte
- sinon, création d’'une nouvelle cellule de classe pour la classe de ce vecteur

(*) pour que cette cellule ne s’active pas lors de la présentation de ces vecteurs représentants

La base d'apprentissage et présentée pluseurs fois, jusgua ce quil n'y at plus de
modifications dans le réseaul.

Comparaison avec LVQ

Comme dans verson de la mé&hode LVQ avec plusieurs représentants par classe, on a 2
couches neurones: une couche intermédiaire de neurones, dans lagudle un neurone code une
partie de I’ espace d'entrée, et une couche de sortie dont les neurones regoivent les sorties d'un
ou plusieurs neurones de la couche intermédiaire, et codent les différentes classes.

Les différences avec LVQ sont :

- dans LVQ les neurones caculent les distances entre leur vecteur poids et le vecteur
d entrée, et seul le neurone possadant la réponse minimale voit sa sortie passer a 1
(compétition) ; dans RCE la méme distance est caculée, mais dle et comparée a
un suil.

- dans RCE I'gpprentissage ne condste pas a modifier les poids des vecteurs
représentant mais a modifier le seuil de comparaison de chague neurone de
codage ;

- dans LVQ la dructure est définie une fois pour toutes; dans RCE dle évolue au
cours de | apprentissage.

1
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b) Réseaux a neur ones gaussiens

Par comparaison avec la méthode RCE, la sortie des neurones de la premiere couche (la
couche de codage) n'est pas du type tout-ou-rien. Comme dans RCE, une distance est caculée
entre un vecteur d'entrée a classer e un vecteur représentant, mais plutét que d appliquer
cette différence a une fonction seuil, ele et gppliquée a une fonction pouvant avoir une autre
forme: gaussenne, triangulaire, carée.. En généd cest la fonction gaussenne qui et
utilisée. Contrairement a RCE la sortie des neurones de la couche de sortie n'est pas le résultat
d'une fonction OU, mais une somme pondérée des sorties des neurones de la couche de
codage. RCE peut donc étre vu comme un cas particulier de FRB.

Lasortiey des neurones de sortie, dans le cas gaussien, est définie par :

P
Yi= é. ijGk(X)
k=L

ol P est le nombre de neurones dans la couche intermédiaire, wi; est le poids reliant le k®
neurone de la couche intermédiaire au j© neurone de sortie, x est le vecteur d entrée actud du
réseau, Gy(x) et la fonction de transfert, gaussenne dans notre cas, avec ses parametres
spécifiques. L’indice de I’ exemple est omis pour smplifier | écriture.

Lagaussenne est définie par :

_ane 1 (OT (-1 (94U
G(X)=expg —(X- x C (X- X))y
«(X) pS 2( ) C( k )H
ol C;' est lamatrice de covariance des vecteurs d' entrée, x!© |e centre de lak® gaussenne,
Pour les fonctions radiales de base utilisées on utilise le terme "noyaux gaussens'.

Normdement, |'expresson dune gaussenne comporte un coefficient  congtant
multiplicatif de I'exponentielle, mais dans les FRB ce coefficient nNest pas nécessaire dans la
mesure ou les différentes gaussiennes sont pondérées par les poids des neurones de sortie, qui
sont gjustables.

Il est reppelé que dansle casa l dimension, I expresson d' une gaussenne est :

1 expé (x- x)U
sVp & 27 g

G(x) =

Exemple d’ implémentation
Dans cet exemple, les 3 ensembles de parametres sont déterminés de lafagon suivante :

Les centres des gaussiennes x\¥: on choist d'utiliser la méhode des kppv pour
sdlectionner des vecteurs représentatifs des données, pour ces centres ;

La matrice de covariance des gaussennesCy : on choigt d'utilissr une matrice
diagonde avec la méme variance sur tous les déments de la diagonade (ce qui correspond a
des gaussennes isotropes, ¢ est adire avec le méme édement dans toutes les dimensions)

Les poids de sortie: on choisit de les adapter par apprentissage supervisé a I’aide de
larégle suivante :

Dw;; = a-Yi-(YEj -Y))
ou:
w;; est le poids de la connexion entre les neuronesi e j ;
y; est lasortie du neurone gaussen i ;
y; est lasortie du neurone de sortie | ;
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y; est lasortie désirée du neuronej.

a es un coefficient d’ apprentissage, en générd inférieur a1 : il régle la quantité
d adaptation des poids a chague présentation d’un exemple ;

Algorithme d’ apprentissage des poids de sortie d’ un réseau a FRB

Chargement des données d'apprentissage
Chargement des données de test
Recherche d'un nombre fixé ‘nb_noyaux’ de vecteurs représentatifs (ou par exemple
chargement d’un fichier .cod généré par le programme 'eveninit' du LVQ_PAQ)
Initialisation d’'un tableau des sorties désirées du réseau (de taille ‘nb_noyaux” 'nb_classes’),
pour le calcul de I'erreur de sortie
Initialisation d'un tableau (de taille ‘nb_noyaux’” 'nb_classes’) des poids de sortie a des valeurs
aléatoires (par exemple avec la fonction ‘rand’)
Classification, par présentation des entrées et calcul des sorties du réseau : pour chaque
épisode d'apprentissage (présentation de toute la base d'apprentissage)
0 Pour chaque vecteur d'apprentissage
= Calcul des sorties de la couche des neurones gaussiens
=  Pour chaque neurone de sortie
- Calcul de la sortie
- Calcul de I'erreur de cette sortie
- Modification des poids de ce neurone en vue de la correction des erreurs
0 Nouveau calcul de I'erreur avec les données de test : pour chaque vecteur de test
=  Calcul des sorties de la couche des gaussiennes
=  Pour chaqgue neurone de sortie
- Calcul de la sortie
- Calcul de I'erreur de cette sortie
=  Compétition en sortie (pour mise en évidence de la réponse maximale) :
remplacement par 1 de la réponse maximale ; les autres par 0
0 Calcul du pourcentage d'erreur pour chaque classe

c) Fenétres de Parzen

Higtoriquement, les fenéires de Parzen sont plus anciennes que les fonctions radides de
base. Elles datent des années 60, et peuvent ére formulées dans le cadre des réseaux de
NEeurones.

Le réseau et compose de 2 couches: la premiere est congtituée des neurones-noyauix, un
pour chaque exemple d apprentissage. La seconde est congtituée de neurones de classification,
connectés a tous les neurones-noyaux, et rédisant une smple somme de leurs entrées.

La sortie du neurone j de la couche de classfication est définie par une somme de
fonctions noyaux, pondérée par un coefficient fixe :

19
vi=yak (x)

N est le nombre d' exemples dans la base d gpprentissage ; ce qui Sgnifie que I'on utilise
un noyau pour chague exemple d' apprentissage. Le coefficient /N a un réle de normalisation

La fonction noyau k(xX) peut avoir une forme queconque: carée, triangulare,
gaussenne. La seule condition a respecter est que la surface qu'dle définit avec I'axe des
abscisses x soit égdea l.

S les noyaux sont de forme gaussenne, dans le cas de la dimension 1 (et centré sur 0) ils
sont définis par :

13
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X2

G(x) = 1 x 0
0 ~J2p.sh &PE 557 h2‘
Le réle du paramétre h est d'assurer que I'intégrale de la fonction soit toujours égae a 1.
C' et I'unique paramétre du modde.
Pus générdement, endimenson d :
é (x- x)TCH(x- X;)u

AU PR EETCN ToThi 4

Le parametre h est déterminé empiriquemen.
Comparaison avec Fonctions Radiales de Base

Comme dans le cas des FRB, on a une premiere couche de neurones a fonction
d’ activation gaussienne, et une 2° couche de neurones linéaires.

Mais plutdt que d'avoir des gaussiennes de différentes tailles comme dans les FRB, on a
un seul paramétre déendue des gaussennes, commun a tous les neurones dentrée. Ce
paramétre est réglé une fois pour toutes.

De plus, au lieu d'avoir des poids sur les liens d'entrée des neurones de sortie, ces poids
N’ existent pas (ou on peut considérer qu’ils soient tous égaux a 1).

V1) Réseaux de neurones multicouches avec r étr opr opagation du gradient

La rétropropagetion du gradient est un agorithme d apprentissage applicable aux réseaux
de neurones multicouches nontlinéaires. Ce type de réseau est historiqguement appeé

perceptron.
Cette méthode est basée sur les propriétés de classification des neurones non-linéaires,

sans les limitations des réseatix mono-couche.

a) Propriétés d’un réseau monocouche de neurones a seuil

Un neurone a seuil a 2 entrées peut séparer un plan en 2 parties par une droite, et donc
réaliser une dassification en 2 classes. En effet, la sortie de ce neurone est définie par :
y =s(W;X; +W,X,)
ou s est lafonction seuil (voir annexe sur les réseaux de neurones).
Les vecteurs d'entrée de ce neurone sont de dimension 2 et donc représentent des points
dans un plan.
On peut distinguer 2 cas:
WiX1+Wox2>0 (1) ® y=1
W1X1+W2xo<0 (2) ® y=0

10 %> =% @)

2

W
X, = - Wl X, est I"équation d’ une droite passant par I’ origine et de pente —w1/ws.

2

14
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(2) U lepoint est au dessus de la droite

En rgoutant un 3° lien d'entrée a ce neurone (entrée % et poids w), reié a une entrée
constante, on peut avoir une droite quelconque :
Y =S(WoX o+ W, X; +W,X,)
L’ équation de la droite devient dors:
Xy =- MXl B MXo
W2 W2
En prenant par exemple Xp=1 (choix arbitraire), I’ordonnée a I'origine de la droite et —
Wo/ws. La pente reste la méme.
Un perceptron mono-couche permet donc de rédiser une classfication en 2 classes dans
le cas d'un probléme linéairement séparable, c'est a dire pour lequd tous les exemples d une
classe peuvent étre séparés de tous les exemples de |’ autre classe par une droite.

b) Apprentissage du perceptron

Le but de I"apprentissage et d obtenir automatiquement les droites de séparation, a partir
d exemples d entrées/sorties. Les coefficients des droites de Séparation sont codés dans les
poids du réseavl.

L’ gpprentissage est de type supervise car il utilise I'information de classe correcte des
exemples.

Laregle dite d gpprentissage supervisé et définie par :

Dw; = taux d' gpprentissage” erreur de sortie” sortie

DIt
Dw;; = a-(YYD - Yi)X
ou
yi? estlavaleur désirée (C est adire lavaleur exacte) de lasortie du neurone .

y; ext lavaeur fournie par le neurone.

c) Apprentissage (supervisé) par descente de gradient

II Sagit d'une autre méhode d apprentissage, basée sur la diminution du gradient d'une
erreur par rapport aux poids du réseavl.
Larégle d apprentissage est définie par :

E
Dw.. :-aﬂ_

1]
U]
* a e le taux d'apprentissage, positif et compris entre 0 et 1 (la plupart du temps tres
inférieur a1).
» E et I'ereur de sortie: dans le cas d'un gpprentissage ingtantané (voir paragraphe
suivant), ele est égde ala somme des erreursindividuelles des neurones de sortie

lom
=2&L07 -y
= yi? et la sortie désirée du neurone j et y sa sortie effective. L’ apprentissage est du

type supervisé.

15
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= m est le nombre de neurones de la couche de sortie.
Le coefficient 1/2 n’est pas obligatoire.

Le cdcul de la déivée de YE/Tw; permet de déterminer I'expresson de la régle

d apprentissage :
Dw;, :a-(Y§d) - Y)X
I et intéressant de condater qu'ele et identique a la régle dapprentissage du
perceptron énoncée dans le paragraphe précédent. Ce qui signifie que réduire I'erreur locde a

chague neurone est équivaent aréduire la somme des erreurs des neurones de sortie.

Pour un apprentissage en temps différé, la regle d apprentissage n'est gppliquée qu'une
fois que tous les vecteurs dapprentissage ont éte présentés au réseau (voir paragraphe
suivant). L’ erreur est calculée sur tous les exemples de la base d’ apprentissage :

1 F m
=580 -y
ou F est le nombre de formes présentes dans cette base. On peut démontrer par cacul que

dans ce caslaregle d’ apprentissage devient :
F F
Dw; =228 (y9 -y k" =228 Ex
f=1 f=1

Les réseaux monocouches ne peuvent traiter que les problemes linéairement séparables,
ce qui N'est pas le cas de la plupart des problémes réds. Par exemple, le probleme pourtant
smple du OU-Exdusf n'es pas linéarement sépardble. L’extenson de |'apprentissage par
descente de gradient aux réseaux multi-couches a donc éé développée pour traiter les
problemes dans lesquels les classes peuvent avoir des formes quel conques.

d) 2 modes d’ apprentissage

Selon que I'on modifie les poids des neurones gprés chague présentation d' une entrée ou
aores la présentation de tous les exemples de la base d' gpprentissage (en fonction de I’ erreur
cumulée), on est en mode d’ gpprentissage ingtantané ou différé.

L’ agorithme est un peu différent dans les deux cas.

Mode instantané (temps-réel, en ligne, incrémental)

Initialisation des poids
Pour chaque cycle d’apprentissage (jusqu’a convergence)
Début
Pour chaque exemple de la base d’apprentissage
Début
Présentation de I'exemple au réseau
Activation du réseau (=propagation d’'activité directe=calcul de sa sortie)
Calcul de I'erreur de sortie
Madification des poids en fonction de I'erreur
Ein
Fin

16
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Mode différé (hors-ligne, batch mode)

Initialisation des poids
Pour chaque cycle d’apprentissage (jusqu’a convergence)
Début
Pour chaque exemple de la base d’apprentissage
Début
Présentation de I'exemple au réseau
Activation du réseau
Calcul de I'erreur de sortie et cumul
Ein
Modification des poids en fonction de I'erreur cumulée
Fin

€) Algorithme de rétropropagation du gradient
Enoncé de I’ algorithme

Le nom de cette méthode désigne la fagon dont le gradient de I’erreur de sortie est utilise
pour adapter les poids synaptiques du réseau, de la couche de sortie vers la ou les couche(s)
en amont, dans e but de réduire ses erreurs.

Comme dans le cas mono-couche (décrit plus haut), la regle d apprentissage par descente
de gradient ext définie par :

DW”-:-a—
ij
Dans le cas des réssaux multicouches, dle peut donner naissance a la regle
d gpprentissage dite "deta généraisée’, définie par :

_ 4 O e
Dw;, =a.d".y;
avec
di® =e, f '(al(c)) pour le neuronej de la couche de sortie
dl9 =1 ©"(a?).§ dF?.w™ pour le neurone| delacouche cachée
k
et
. _ 9
a; =a W;Yy;-
i

. (c) ~ . . ~ .
d;” est appelé gradient local au neurone | (caché ou de sortie).
C est I'indice de la couche

= f(X) est une fonction linéaire pour au moins une des couches, mais ne peut pas ére la
fonction seuil

Caractéristiques

Cet dgorithme permet de résoudre des problémes de cdassfication dans lesquels les
classes ne sont pas linéairement séparables, donc les cas de données rédlles.

Il faut au moins une couche nonlinéare dans le réssau car un réseau multicouche
compose de couches linéaires et équivalent a un réseal monocouche linéaire, donc ne peut
résoudre des problemes non-linéairement séparables.

17
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L’dgorithme de réropropagation est goplicable a tout réseau multi-couches dont les
fonctions d'activation sont dérivables (la plus utilisée est la fonction sgmoide), car la dérivée
de cette fonction intervient dans la régle de modification des poids.

S le nombre de neurones dans les couches cachées est trop grand, le réseau a tendance a
apprendre par coeur les données d gpprentissage (et donc amal généraliser).

Le probléme et le méme quand on effectue un nombre trop important d'itérations
d apprentissage.

VI1) Classification bayesienne

Dans la classfication bayesenne, les classes et les données a classer sont considérées
comme des varigbles déatoires (VA).
Les classes sont en nombre fini. Ce sont donc des VA discrétes et dles sont décrites par
des probabilités (voir annexe).
Les données sont des VA continues, donc elles sont décrites par des fonctions de densité
de probahilité (FDP).

Théoreme de Bayes

Le théoreme de Bayes donne la probabilité qu'une entrée x (un vecteur de données)
gppartienne a une classe donnée y;. Cette probabilité est définie par :
X v IP(v.
P(y, IX):|o( ly)P(y:)
p(x)
avec p(x) = a iNzlp(x |y;)P(y,), ou N est le nombre de classes.
P() désigne une probabilité et p() une FDP.

P(yi[X) et appelée probabilité a poseriori de la classe yi. || Sagit d'une probabilité
conditionnelle, car on connait la donnée a classer, e ce qu on cherche a déerminer ext
saclasse.

P(y;)) et appelée probabilité a priori de la classe y. Elle représente la probabilité qu’une
donnée (indépendamment de sa valeur) lui appartienne.

p(xly;) est la FDP de la classe y. Elle représente la fagon dont sont réparties les données
dans |’ espace (de dimension égae a celle des données).

p(x) et la somme des FDP pour toutes les classes, pondérées par les probabilités a
priori de ces derniéres.

Estimation des paramétres

En généra, ce dont on dispose pour mettre au point un classfieur, c'est un certain
nombre de vecteurs d exemples pour chacune des classes. Dans le cas d'une classfication
bayesenne, on cherche a moddisr chague classe par une fonction, en généde une
gaussenne (de dimension égde a cdlle des vecteurs de donnée).

1 é (x-x,)"C*'x-x,)u
G(X) = -~ F=ePe - =
@p)"2JIC| & 2 0

Moddiser une classe par une fonction consste a déerminer la FDP de chacune des
classes p(x|y:) :

18
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p(xly) =G(x)

Les parametres de chague gaussienne sont estimeés a partir des données disponibles.
» Le centre de chaque gaussienne % est estimé a partir des données disponibles, comme
étant |a moyenne de ces données :

Xe = X

3|+
i Qo

ou m est e nombre d exemples de la classe,
X; est lei® exemple de x.

* La matrice de covariance est estimée a partir des mémes données (voir I'annexe sur les
satistiques pour plus de déails sur la définition de la covariance). On peut | obtenir en
cdculant :

= 1A.AT
n

ol A est une matrice composée de tous les vecteurs de données, auxquels on a soudtrait

leur moyenne, digposés en colonnes. n est le nombre de ces vecteurs, c'est a dire le
nombre de colonnesde A.

Décision de classification pour une ressemblance maximale

Le type de décison le plus smple n'utilise que I'information de dengté de probabilité des
exemples, et donc ne nécesste pas I'gpplication du théoreme de Bayes. Cette meéthode
consge a décider que la classe dun exemple x donné est celle donnant la dendité de
probabilité maximade. Cette régle et gppelé "pour une ressemblance maximae' parce que la
densté de probabilité des exemples représente une ressemblance entre les exemples d'une
clase et la classe éle-méme. Soit d(x) la décision de classification pour le vecteur X, on a:

d(x) =y; s p(x|y;) >p(x|y;)
aveci,j=1,2,..,Netjti,ouN est le nombre de classes.
Décision de classification pour une erreur de classification minimale

La régle de décison pour une ereur de dassfication minimde utilise en plus de
I'information de densité de probabilité, I'information de probabilité a priori de chague classe.
En fat dle découle du théoreme de Bayes: la classe pour laquelle la fonction d' appartenance
de x (fonction résultant du théoreme de Bayes) e maximae et choise comme éant la
classedex :

d(x) =y, 9 P(y; [x) > P(y; |x)

g dx) =y, § P(x ly)Ply)) o POx1Y;)P(y;)
O ALPIYIPY) A Lpx1y)Py,)

U d(x) =y; 9 p(x]y;)P(y;) >p(x]y;)P(y;)

aveci,j=1,2,..,Netjti
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On peut remarquer que quand on dispose d’ autant d’ exemples pour chagque classe, on a:

P(y;) =P(y;) pourij=1,.,netit]
et donc que les deux regles de décision sont équivalentes.

VI1l) Reconnaissance de parole
a) Introduction

La reconnaissance de parole et un probleme spécifique, pour des raisons qui ont trait a sa
nature temporelle. Dans le cas de la reconnaissance de mots isolés (cas le plus smple), un
méme mot peut é&re prononcé plus ou moins regpidement : Sil est traté par tranches
tempordles (trames), il sera codé par un nombre plus ou moins important de vecteurs de
caractérigtiques.

S les mots de références (les classes) éaient codés par le méme nombre de vecteurs de
caractérigiques que les mots a classer, la classification pourrat se faire par une smple mesure
de distance entre ks 2 ensembles de vecteurs, la distance totde &ant la somme des distances
entre les vecteurs des 2 ensembles pris deux a deux. Mais ¢a n'est pas le cas & une distance
ne peut pas étre caculée directement. La méhode de comparaison dynamique (ou DTW pour
Dynamic Time Warping) pemet jusement de comparer deux ensembles comprenant un
nombre différent de vecteurs. DTW est I'gpplication a la parole d’une méthode plus générae,
appelée programmation dynamique. La distance calculée par cette méthode peut dors étre
utilisée pour la classfication (comme dans les kPPV) avec k=1.

L es principal e méthodes de reconnai ssance de parole existantes sont :
DTW
Modéles de Markov cachés (MMC)
Modées de Markov cachés associés a un réseau de neurones (MMC-RN)

DTW éat la méhode la plus répandue dans les années 70-80, dans les applications
commercides de la reconnaissance de parole. Aujourd hui ce sont les MMC. Les MMC-RN
donnent de meilleurs résultats que les MM C seuls, mais ne sont pas encore tres répandus.

Saule laméthode DTW est &udiéeici.

b) Caractéristiques extraitesdu signal de parole

Td qud, un dgnd de paole nNet pas facilement exploitable. Des informations
pertinentes doivent en ére extraites, qu’ on gppelle égdement ééments caractérigtiques.

De plus il Sagit d'un Sgnd non dationnaire (C'est a dire qui change en permanence), ce
qui pose un probléme pour en extraire des informations fréquentielles. On le découpe donc en
morcealx, ou tranches, régulierement espacées dans le temps.

Dans le cas le plus smple de la reconnaissance de mots isolés, un mot est codé par un
ensemble de vecteurs de caractéristiques, chague vecteur codant une des tranches temporelles.
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Une méhode classque dextraction de caractéristiques condste a appliquer la
Trandformée de Fourier (TF) a chague trame de sgnd. On parle dors de TF glissante.
Comme on es dans le domaine échantillonng, il Sagit de la Tranformé de Fourier Discréte
(TFD). Les entrées du bloc de calcul de la TFD sont n échantillons du signd, ses sorties sont
n points, correspondant a des composantes fréguentielles différentes. La fréquence du f point
est i~ f_/n. Seuls I'information des n/2 premiers points et utile (les autres congtituent une

symétrie des premiers par rapport afy/2.

Les différentes éapes de cette méthode sont répétées en boucle jusgu'a ce que le mot
complet ait &é traité. Ces étapes sont les suivantes :
1. une"tranchetemporel€e" (ou trame) du Sgnal est découpée
2. cette trame et multipliée par une fonction fenétre
3. 1aTFD et gppliquée alatrame "fenétrée"
4. leréaultat delaTFD est misau carré

L'intérét de I'éape de fenftrage (2) est d'aténuer de maniére continue et douce les
extrémités de la trame. En effet un aré brutd de ces extrémités revient a gouter des
composantes fréquentidlles parasites au signdl.

L’ étape 4 permet d obtenir une information homogene a un aspect physque du signd :
son énergie a une fréquence donnée.

Les trames successves doivent se chevaucher (par exemple sur 1/3 ou 1/2 de leur
longueur), pour éviter de perdre I’information d’ une partie du sgnd.

En généd, on utilise I'dgorithme rapide de cdcul de la TFD, appdé FFT (pour Fast
Fourier Transform). Cet agorithme et basé sur les propriété de I’ exponentielle, présente dans
la formule de la TFD, et peut Sappliquer S le nombre d échantillons et une puissance de 2
(128, 256, 512, 1024, etc).

Les n sorties du bloc cdculant la TFD peuvent ére utilistes comme vecteurs
caactérigtiques d'une trame de sgnd. Cependant en générd on réduit la dimenson de ce
vecteur en cdculant des moyennes. De plus on effectue égdement des moyennes temporelles
(sur quelques trames adjacentes), pour réduire |’ aspect déatoire du signa de parole (C'est ce
qu’ on appelle le périodogramme de Welch).

c) Description de la méthode DTW
Principe

Soit deux ensembles de vecteurs A & B (par exemple des spectrogrammes),

caractéristiques de 2 signaux de parole, de longueur | et J (par exemple deux mots) :
A:{al, a, ..., a.}, B:{b1, b2, veey bJ}

Les a et les b sont des vecteurs de dimension n, extraits par exemple de la facon décrite
dans |e paragraphe précédent.

Un des deux ensembles condtitue la forme de référence et I’ autre la forme a reconnaitre.

La méhode nécesste de caculer d'abord toutes les distances entre les vecteurs des
ensembles A et B, deux a deux. Ces distances sont rangées dans un tableau :
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=4 o9} a
b1 | d(ag,b1)| d(ag,by) d(a,b1)
b, | d(ag,b2)| d(ag,by)

bJ d(al,bJ) . d(a. ,bJ)

ou d(a, b),par exemple, est la distance euclidienne, entre les vecteurs de caractéristiques a et

La méhode DTW consiste a rechercher dans ce tableau le chemin partant de la case en
haut & gauche. En faisant cdla on impose que le début du mot a reconnaitre correspond au
début du mot de référence.

A chaque passage d'une case a I'autre, on autorise par exemple 3 directions possibles (ce
que I’on gppelle des contraintes), et on choist la direction qui méne a la case dans laqudle la
digance e minimae.

On cumule ces distances minimaes au fur & a mesure de la progresson dans le tableau,
ce qui donne une distance cumulée. Cette distance cumulée permet au bout du compte de
déterminer le chemin avec la disance cumulée la plus petite. Cette méthode et une meéthode
de programmation dynamique, & il a &é démontré en 1967 que le chemin de colt minimd
éait la somme de tous les sous- chemins minimaux.

De maniére plus formelle, on cdcule la disance cumulée D(j, j), aveci 1 [1, 1] etj T [1,
J, en tenant compte des seules trangtions autorisées. L’agorithme consste a choisr a chague
itération, la distance cumulée D(i, j) (avec d(i, j) la distance entre les deux ‘tranches A(i) et
B()):

D@, j) =min[( D(i - 1,j- 1,D( - 1)), DG, j- DI +d, j)

Cette opération de comparaison est répétée avec toutes les formes de référence, et la
forme pour laguele la digance et minimde est retenue comme la cdasse de la forme a
comparer.

Le résultat doit ére normalisé, pour le rendre indépendant de la taille des 2 ensembles (en
nombre de vecteurs), en divisant par la somme des tailles des 2 ensembles. La distance entre
les2 formes A et B est donc findement :

dist (A,B) _Da.)
[+J
Algorithme

trés_grand=10000
9[0][0]=0
pour jvariantde 1 a J
g[0][j]=trés_grand
pourivariantde 1 a |
d=dist(a, by)
glilli]= min(g[i-1][]+d, g[i-1]{-1]+d, g[i][j-1]+d)
fin pour
fin pour
D=g[l[J)/(1+J)
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Annexes
A1l. Affichage de données multi-dimensionnelles
Intérét

Il et pas possble de visudiser mentdement, ni méme de représenter graphiquement,
des données de dimension supérieure a 3. Dans certains cas il et pourtant nécessaire de les
visudiser, par exemple pour repérer des regroupements et initiaiser certains agorithmes.

Il et possble de rédiser des projections en 2 ou 3 dimensons qui conservent les
reaions exigant entre les points dans I'espace multidimensionnd dans leque ils sont définis.
Un dgorithme bien connu est celui de Sammon.

Principe

Le principe de cette méthode et de définir un critere d’erreur qui mesure la somme des
différences au caré entre les digances entre tous les points consdérés deux a deux dans
I’espace de départ, et les distances entre les mémes points dans I'espace d'arrivée, & de
minimiser cette erreur.

Soit n le nombre de points, D la dimenson de |'espace de départ, d & dimenson de
I'espace d'arrivée (en généd, 2), Di; " i, j=1,....,n, t], la distance (en généd, euclidienne)
entre 2 points dans |'espace de départ, di; " i, j=1,....,n, ] la distance entre 2 points dans
I'espace d' arrivée. Le critereaminimiser est :

2
o n-10 n (Dij' dij)
o n-10 n i=1 j=i+l D
iz =

E=

i
CecriterevarieentreO et 1.

c= ; est une constante

O n-10 n
i=1 QA j=i+1 ]

Les coordonnées des points dans I'espace d'arrivée condtituent les variables a déerminer
pa I'dgorithme. N'é&ant initidement pas connues, dles sont initidistes a des vaeurs
déatoires. Les points sont déplacés a chaque itération de I'agorithme par petites quantités,
jusgu'a ce que le critere E ateigne un minimum. Ce minimum est locd, cCest a dire que
I'dgorithme peut converger vers cette valeur dors quil exige un ou pluseurs minima plus
petit(s). La modification Seffectue sdon la descente la plus pentue (Steepest descent) du
gradient du critere E (C'est égdement la méthode qui est a la base de I'apprentissage par
rétropropagation du gradient).

A chaque itération de I'agorithme, chague coordonnée dans I'espace darivée et
modifiée d' une quantité proportionnelle au négatif du gradient du critére :

TE(t)
a1

Xpe(t+D =%, (1) - &
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ou ¢ est la K coordonnée du ¢ point dans I’ espace d' arrivée. Une vaeur usudle du taux de
modification a est 0,3 40,4.
X et jT_E sont des vecteurs multidimensionnds. Pour le p® point :
X

X; :(Xil’x' X )t

i21"rin
fE() _ JEQ) JEQ  TEMS
&, & X X 5

ou n est ladimension de I’ espace d' arrivée.
On peut démontrer que les dérivées par rapport a chacune des variables sont définies par :

o nd Ot )

Tix po ﬁ) D pi d pi

C et lardation quel’on peut aors programmer.

A2. Introduction aux réseaux de neurones
Définition

Le domaine des réseaux de neurones est égaement gppel € connexionnisme

Un neurone est un processeur démentaire (ultrasmple) qui moddise grossérement un
neurone naurd. L’'opération qu'il rédise et une somme pondérée d'un certain nombre de
sgnaux dentrée (ce nombre peut ére variable), et applique cette somme a une fonction de
trandert qui peut avoir différentes formes (voir figure d-dessous). Les coefficients de
pondération sont appel és coefficients synaptiques, ou poids synaptiques.

Les dgnaux dentrée sont congtitués par les signaux e sortie d’ autres neurones connectés
au neurone conddéré, ou des dgnaux dentrée. Les coefficients synaptiques moddisent les
“forces’ de connexion entre les neurones. Ces forces de connexion sont adaptées par
apprentissage.

Relation entrées-sortie

L’ opération réalisée par un modée de neurone et :

y:f(é'in:lwixi)
ou
y=1l8wx,- o
ol g et gppelé biais. 1l correspond a un décdage de la fonction f sur I'axe des abscisses.

L’argument de f est appelé "éat interne€’ du neurone ou encore potentiel post-synaptique. F est
appelée fonction d activation ou encore fonction de transfert.
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X, —0 f

W, f f
Xp ——O=— — 1 1
W2 1 B
| y
-1 S _
Xn O ) 0
W

@ (b) (©

Lafonction d'activation peut avoir diversesformes:

(@ seuil logique, (neurone de McCulloch et PFitts) ; les états de sortie peuvent alors ére 0 et 1
ou—let+1

(b) logistique; dle a une forme smilare a la fonction seuil, mas et continue: dle peut

vaierentre-let+1, ou0et +1

(¢) linéaire avec ou sans saturation

Lafonction de lafigure (b) c-dessus s appelle sgmoide. Elle s exprime par :

1
0" frewan

Le paramétre a est la pente de la sigmoide au niveau de son point d'inflexion.

Le décdage de la fonction de transfert sur I'axe des abscisses  peut ére vu comme un
lien dentrée supplémentaire du neurone, dont I'entrée et une vdeur fixe. Cette entrée
constante peut ére notée par exemple %, et le poids du lien connecté a cette entrée wy. Dans
Ce cas on peut écrire la sortie du neurone de la fagon suivante :

on
y :f(aizowixi)
ouf est centrée sur 0, &t n est le nombre d’ entrées du neurone.

Il'y a2 cas possibles pour une entrée d’ un neurone : étre congtituée par :
- la sortie d’ un autre neurone
- une entrée, ¢’ est adire une composante d’ un vecteur de données

Les poids synaptiques sont les parametres libres du réseau. lls sont déterminés
automatiquement en fonction du probleme par gpprentissage, une fois la sructure du réseau
éablie.

Connexion entre neurones

Plusieurs neurones peuvent étre reliés entre eux sglon divers schémas de connexion, pour
définir des réseaux.

Le schéma de connexion peut définir des couches, et dans ce cas la connexion dune
couche a I'autre peut étre totale (les neurones d’ une couche sont connectés a tous les neurones
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de la couche en amont) ou locae (les neurones d' une couche sont connectés a une partie des
neurones de la couche en amont).

S tous les neurones sont connectés entre eux, on parle de réseaux récurrents car les
sorties d’ un neurone sont reliées a ses entrées, de maniére directe ou indirecte.

Regles d’ apprentissage

Les régles d apprentisssge indiquent la quantité de modification a appliquer a chaque
poids, en fonction des exemples d'entrée (et des sorties désirées associées, dans le cas de
I” apprentissage supervise) :

Wi (t+1) :Wij(t) +Dw;;
ou t désgne un ingant avant lamodification des poids, et t+1 un ingtant apres.

Il existe un grand nombre de regles d' apprentissage différentes. Les 3 plus répandues sont

les suivantes :

Dw; =a.y,.y, régle de Hebb

Dw;; =a.(y, - wy).y, regle d' gpprentissage compétitif
— d N ) . . .

Dw; =a.y,.(y; - y)) regle d’ apprentissage supervisé

ou:
° wjj est le poids de la connexion entre les neurones i &t j ; cette connexion est un lien
d entrée du neuronej ;
° y; et'y; sont respectivement |es sorties des neurones sourcei et ciblej ;
° a et un codficient d gpprentissage, en générd inférieur a 1 : il régle la quantité
d adaptation des poids a chague présentation d’un exemple ;
° y! estlasortie désirée du neuronej.

Remarque : dans le cas d’ un neurone d une couche d entrée y; représente lai® coordonnée du

vecteur d' entree.

La 17® régle est une régle d apprentissage non-supervisé (ou sans professeur), ¢'est a dire
dans laquelle n'appardit pas de terme de sortie désirée des neurones. Ceci et équivalent aux
méthodes de classfication sans professeur, dans lesquelles les classes correctes ne sont pas
connues. Hebb é&at un neurobiologite qui a cherché a moddiser les phénoménes
d apprentissage dans les neurones naturels.

La 2° peut ére utiliste pour un gpprentissage SUpEvisé ou non-supervisé (par exemple
VQoulLVQ).

La 3 est une regle d gpprentissage supervisé (ou avec professeur). La classe correcte est
connue au moins pour une patie des exemples disponibles. Dans le cadre des réseaux de
neurones ces informations congtituent des sorties désirées des neurones. Les 2 termes de la
regle correspondent a.:

Dw,; = taux d'apprentissage” entrée” erreur de sortie

Parfois la combinaison entre le vecteur d' entrée e le vecteur de poids d'un neurone n'est
pas conditué d'un produit de corrélaion mais d'une digance (en générd euclidienne) entre
ces deux vecteurs (voir plus loin: réseaux VQ et LVQ, réseau RCE). En fait, quand le produit
de corrdlaion entre deux vecteurs et maximd, la digance entre eux et minimae dans le cas
ou ces vecteurs sont normalisés (C'est a dire que leur norme et égae a 1). Donc dans
certaines conditions, les méhodes qui utilisent les produits de corrdation e cdles qui
utilisent les distances sont équivaentes.
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Utilisation de Réseaux de neurones en Reconnaissance de Formes
Comme dans le cas des méhodes "classiques’ de reconnaissance de formes, les 2 grandes

etaoa d utilisation d' un dlassifieur sont :
sa condruction, qui comprend ici la définition de la structure du réseau et I adaptation

des poids par apprentissage ;
son utilisation pour la classfication (en générdisaion), qui consste a activer le réseau
avec des nouvelles données, sans adapter les poids.

A3. Quelques @éments de calcul vectoriel et matriciel

Vecteurs

La notation usuelle pour un vecteur est sous forme d' une colonne.
Norme
Soit X = (X;,X,,...,X,)" unvecteur de dimension n.

Sanorme euclidienne est définie par :

I :\/xl2 +X2+ ..+ X2

g
a X

i=1
Un vecteur est dit norma 9 sanorme vaut 1.

Produit scalaire
Le produit scalaire de 2 vecteurs X = (X;, X5y, X)) €Y = (Vq, Voreen Y,,)' €t éfini par :
X.y= é XiYi
i=1
La norme d'un vecteur X est égdement la racine du produit scalaire de son trangposé avec
lu-méme :
2 t
Y =x"x

La normdisation d'un vecteur consiste a rendre sa norme égde a 1. Ce réaultat est obtenu
en divisant toutes les composantes du vecteur par lanorme de ce dernier :
X

M

x' =
est normdisé. On dit égdement qu'il et normdl.
Orthogonalité entre vecteurs

Le cosinus de 2 vecteurs est défini par :

t

_ Xy
COS X, =
I
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Il correspond au produit scalaire des versions normalisées des deux vecteurs.
Les deux vecteurs sont orthogonaux S e cosinus entre eux est nul.

Une matrice ext dite orthogonale s toutes ses colonnes sont orthogonales entre eles deux
adeux.
Une matrice orthogonae multipliée par sa trangposée donne une matrice diagonae.

Projection

Laprojection d'un vecteur x sur un autre'y est définie par :

t

xty
[

Distance

La disance entre deux vecteurs et une grandeur souvent utilisée pour quantifier la
gmilaité entre eux. Elle ne peut ére cdculée que s les deux vecteurs ont la méme
dimenson.

Ladistance euclidienne entre deux vecteurs x et y est définie par :

de(x.y) :\/"X' y" :\/(X' Y)t(x‘ y) :l\/é (Xi - )’i)2
Un autre exemple de distance est la distance de Hamming, définie par :

du(xy)=alx - vil

i=1

Lien entre distance euclidienne et produit scalaire

Soit d(x,y) ladistance euclidienne entrelesvecteursx et y. On a:
d*(x,y) = (x- y)'(x- )
? d2(x,y) = x'x +y'y- 2xy = X" +|y|’ - 2x'y

S lesvecteurs x e y sont normalisés, on a
d*(x,y) =2(1- x'y)
S le produit scaare et minimd, le produit scaaire et maxima.

On aégdement
o (x,y) = x|+ y" - 2lly] costx.y)
Indépendance
Soient {x1, %, ..., %n} un ensemble de vecteurs. Un vecteur y est une combinaison linéaire

de ces vecteurs Sl peut étre mis sous laforme
Y=C1X1+CoXo+....+CmXm
ou G sont des nombres réds dont au moins I'un d entre eux est non nul. Par exemple, y=x; est
une combinaison linéaire.
L’ensemble des vecteurs x et linéairement indépendant S on ne peut pas trouver un
ensamble devdeurs{cs, Cy, ..., Cn} td que
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C1X1+CoXo+....+CrXm=0 (vecteur nul)
dont au moins un des coefficients est non nul ; ce qui revient a dire qu’aucun des vecteurs
N’ est une combinaison linéaire des autres.

Ces notions s gppliquent également aux lignes et aux colonnes des matrices.
Par exemple, danslamatrice A suivante, les colonnes sont linéairement dépendantes:

a 2 1s
A=g2 4 11
& 6 0y
Danslamatrice B suivante égdement, bien que cela soit moins évident :
B8 4 2p
8:81 0 2-
&2 1 35
En effet :
A0 B0 a0
C0i=2 {15 gor
&y &5 &5
Rang d'une matrice

Le rang d'une matrice n'est pas forcément égd a sa dimension. 1l et égd au plus grand
nombre de lignes (ou de colonnes) condituant un ensemble linéairement indépendarnt.
Par exemple, ladimenson delamatrice A e 3" 3, et sonrang est 3” 2.

Inverse d' une matrice

Cette opération n'est gpplicable qu aux matrices carrées, et uniquement de plein rang, C'est
adire des matrices dont le rang et égd aladimension.
Propriétés:
A A=l
A A=A A

Dans le cas d' une matrice diagonde A=diag{ g i}, I'inverse est égde a.:
Al=diag{ 1/a,}
Dans le cas de matrices non carées, on définit la notion d'inverse générdisée (encore
appel ée pseudo-inverse ou inverse de Moore-Penrose).

Vecteurs propres et valeurs propres
Un vecteur u qui véifiel’ équation

Au=l.u (D)
est un vecteur propre de la matrice A e | est la vdeur propre qui lui est associée. On a
égdemen :
(D)« Al .u=0
« (A-1.1).u=0
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ou | et la matrice identité (des 1 sur la diagonde, des O partout ailleurs). Cette équation et
appelée équation caractéristique de la matrice. S u est un vecteur propre, tout vecteur Kk.u
avec k congtante est un autre vecteur propre.

Une matrice de dimenson n" n posséde n vecteurs propres (associés chacun a une valeur
propre).

En généd on rassemble les vecteurs propres dans une matrice, sous la forme de ses
colonnes, et les vaeurs propres dans une autre matrice, digposées en colonne, dans |’ ordre
correspondant a celui des vecteurs propres. Soient U et L ces deux matrices, respectivement.
L’ équation matricielle correspondant a (1) est :

A.U=L.U

Analyse en composantes principales (ACP)

L’ACP et I'gpplication de la décomposition en vecteurs et vaeurs propres, a la matrice
de covariance d’ un ensemble de vecteurs.

Cette décompodtion est égdement gppelée décompostion (ou transformation) de
Karhunen-Loeve, du nom des chercheurs ayant proposé cette méthode dans le cadre du
traitement du sgnd.

L’ACP d'un ensamble de n vecteurs va donner comme résultat un ensemble de n autres
vecteurs de méme dimension, associés chacun a un coefficient scalaire gppelé vaeur propre.
De plus, les vecteurs propres sont rangés par ordre de décroissance de leur vaeur propre
associée.

Elle consste a utiliser les vecteurs propres e les valeurs propres de la matrice de
corrélation d'images de référence, & ne garder que les vecteurs propres associés aux plus
grandes vaeurs propres. Elle permet une réduction de la dimenson des données, intéressante
par exemple dans la compression de signaux ou d’images.

A4. Quelques éléments de statistiques
Moyenne d' une variable

Par définition, une varidble peut prendre différentes vadeurs. Soient x; n exemples
(rédistions) de la varidbles x. La moyenne d'une vaidble x (par exemple la varidble
"longueur de pé&ta €’ pour les données Iris) est définie par :

3
aX
X = i=1
n
On dit qu' une variable et centrée S samoyenne et nulle.

Variance d' une variable

La variance d'une vaidble et égde a la somme des carés des différences entre les
exemples de cette variable et leur moyenne :
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La variance caractérise donc la somme des écarts d'une variable par rapport a sa
moyenne.

Covariance entre des variables différentes

Dans le cas de données multi-dimensonndles, il y a pluseurs varigbles (par exemple
dans les données Iris il y a 4 variables). Ces varidbles peuvent étre corrélées ou non. S eles
sont corrélées, leur covariance et leur produit de corrdation, définis ci-dessous, ne sont pas
nuls.

Soient x; et x deux varidbles et leurs moyennes respectivement x, e x_] La covariance
entre elles est définie par :
19 — —
cov(X;,X;)=—a (Xi,k - XiXXj,k - Xj)
N =

ol n est le nombre de rédisations des variables (=nombre de vecteurs d exemple), x; x est le k®
exemplede lavariablei (et X x est lak® rédisation de lavariablej).

Par exemple, dans les données Iris, la covariance entre la longueur et la largeur de pétde
n'est pasnulle.
La covariance entre une variable et ele-méme est égale a savariance.

Corrélation entre des variables différentes

Quand la covariance entre des variables différentes n'est pas nulle, ces varidbles varient
ensemble et elles sont égaement corrélées.
Le produit de corrdation et la verson normdisée (il et compris entre 0 et 1) de la
covariance:
(;c)r(xi ,xj) = M
S;S;

ou

s, = /var(x),i=12

est appel é écart-type de lavariable x.

Dans le cas d'un nombre plus grand de variables, cdles-ci peuvent ére corréées 2 a 2.
On définit dors une matrice de variance-covariance C :

C={oov(x;,x ),i =1..,n;j=1,...,n}

ol i e I'indice de la colonne dans la matrice C e | I'indice de la ligne, ou inversement
puisque cette matrice est symétrique.

Cette notation signifie qu'a I'intersection de la ligne j et de la colonne i de cette matrice
se trouve la covariance entre les variables x; et x;. Ladimension de C est donc i n.

La matrice de covariance peut égdement ére obtenue de la fagon suivante: a partir du
produit d'une matrice A e de sa trangposée, ou A contient tous les vecteurs de données,
auxquels on a soudtrait leur moyenne (définie ci-dessus), disposés en colonnes. AT contient
donc les mémes vecteurs mais disposés en lignes :
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C= E.AAT
n

A5. Quelques éléments de probabilités

Les mémes variables que cdles qu'on a consdérées jusgu’a maintenant peuvent étre vues
comme des varigbles déatoires (VA). On utilise dors |’ outil des probabilités pour les éudier.

Distribution de probabilité et fonction de densité de probabilité

Il existe des varigbles discrétes (par exemple le résultat d'un lancé de dé) et des variables
continues (par exemple la longueur d'un pé&ae d'un Iris). Les variables discretes peuvent ére
décrites par des probabilités, les variables continues par des densités de probabilité

Par exemple, le résultat du tirage d’'un dé comporte 6 cas possibles. La probabilité P de
chague cas ("événement”) x; est 1/6. On dit que la digribution de probabilité est uniforme. La
représentation sur un repere donnera une congtante P(x)=1/6 pour x prenant les vaeurs
entieresde 1 4 6.

Supposons que le nombre des vaeurs possbles d'une varidble augmente; dors la
probabilité de chacune des possibilités diminue, et peut approcher 0.

Dans une didribution de probabilité, s le nombre d événements possbles augmente, les
points sur la représentation graphique se ragpprochent, e s ce nombre tend vers I'infini, la
digtribution se transforme en fonction de densité de probabilité.

Par exemple, dans le cas d'un générateur de nombres aéatoires réels compris entre 0 et 1,
il sagit dune VA continue. Le nombre de vaeurs possbles et quas-infini, donc la
probabilité de chaque évenement et quas-nulle On doit dors définir des intervdles. Par
exemple, la probabilité que x soit compris entre O e 0,1, 5 la loi de probabilité est uniforme,
et égde a 1/10. On parle aors de fonction de densté de probabilité (FDP), qui dans cet
exemple est uniforme,

Une VA continue est définie par une fonction de densité de probabilité et non plus par
des probabilités.

Les variables rédles suivent des FDP (par exemple la longueur d'un péde d'iris, la talle
desindividus, leur poids, €tc).

L'intégrde d'une FDP est égde a 1, puisque sa surface correspond a I'événement
certain : on est Sir que le résultat est I une des valeurs possibles.

La fonction de répartition est I'intégrale de la FDP. La fonction de répartition représente
la somme de ces probabilités, en partant de la gauche vers la droite. Par exemple dans le cas
d'un dé P(x<3)=P(x=1)+P(x=2)=2/6. La limite de cette fonction quand x tend vers -¥ est O,
et 1 quand x tend vers!’infini.

Variables aléatoires discretes
On peut définir la moyenne & la variance d' une VA discréte. Elles prennent en compte la
probabilité de chague exemple de vadeur de cette variable. Les différentes valeurs que peut

prendre la variable sont appelées réalisations de lavariable.

Lamoyenne delaVA discrete x est définie par :

32
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E()=apx,
ou p; et la probabilité de larédisation x. Lamoyenne est égaement appel ée espérance.

Dans le cas ou I'on a n rédisdtions de la variable e que toutes ces rédisaions sont
équiprobables, cette définition est la méme que pour les variables non déatoires, car pi=1/n
pour les n rédisations différentes.

Lavariance d'une VA discréte X est définie par :

s? :é pi(xi - h)2
avec =E(x).

L'ensemble des probabilités des différents événements possibles congitue ce qu'on
appelle la distribution de probabilité de la VA x. On la représente dans un repéere par les
différents événements en abscisse et des probabilités correspondantes en ordonnée.

Variables aléatoires continues

Lamoyenne d' une VA continue x est définie par :
E(x)= Q:‘ x.f (x)dx

Exemple : espérance d'une variable déatoire suivant une densté de probabilité d(x) uniforme
entreOetl:

E(x) = é)xdx
éx2 U
E(x) = é;u
e < U
1
E(x)=—
(x) >

Par exemple, varigble générée par programmation: un réd compris entre O e 1 (comme
lafonction du fichier rdf.c).

Lavariance de cette méme variable et définie par :
+¥
s?= Q (x- h) % f (x)dx

(Remarque : s2 est lamoyenne delaVA (x-h)?)

Avec une VA continue, les probabilités n'ont plus de sens, puisque le nombre de
rédistions de la vaiable tend vers I'infini, e il faut rasonner sur des intervdles. On définit
donc une VA continue par une fonction de densité de probabilité (FDP). La FDP d'une VA
continue X est souvent notée p(x).

Exemple 1 : tirage d'un dé. On obtient pour |la variance environ 4.,9.

Exemple 2 : varigble déatoire uniforme comprise entre 0 et 1. On obtient pour la variance :
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S :Qx - X +=dx
3 2 W
Szzgx _X_+§lil
§3 2 4y,
g2-¢ 1, 1u
&8 2 44

s2=1

12

Variables aléatoires (continues) gaussiennes

Une VA continue gaussenne de dimenson 1 (équivdent a un vecteur de dimenson 1,
que I'on appdle un scdare) possede une FDP définie par I'expresson d'une fonction
gaussenne.

S cette FDP est centrée sur O, on a:

p(x) = G(x)
avec

1 x? o
G =
(X) <120 pg s

2 représente la variance et s I'écart-type ; ce paramétre déermine I’éaement de la courbe
sur I'axe des abscisses. L'intégrale de cette fonction (qui représente la surface située entre la
courbe et I’axe des abscisses) pour x variant de -¥ a +¥ est égale a 1. x; est appelée moyenne,
a ne pas confondre avec une moyenne arithmétique. Il représente le centre de la courbe sur
I axe des abscisses.

S cette variable est centrée sur X :

G(x)——e( g (x- X)

Dans le cas plus généd de vecteurs de vaiables de dimenson n (nombre de
composantes des vecteurs), G(x) est définie par :

1 expe(x X, ) CH(x- X )U
(2"ICl & 2 ;

G(x) =

C est la matrice de covariance (de dimension ri n) des coordonnées de x, C* son inverse
et |C| son déerminant. Cette matrice contient les covariances entre les différentes variables
XX, 1,j=1,...,d ou d est la dimenson des données. x. est le centre (ou moyenne) de la
gaussenne.

Il Sagit du cas général, ou les variables sont corréiées entre dles ce qui nNest pas
toujours le cas. Dans le cas ou €les ne sont pas corrélées, on a Jﬁ =s et C'=l, lamatrice
identité,
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La digribution gaussenne est égdement appelée loi normale. Sa notation compacte peut
dors sécrire: x~N(x,, s2). On dit dors que la variable déaoire x suit une loi normae de
moyenne X et de variance s 2. Cette notation n'indique pas la dimension des vecteurs x.

De nombreuses données rédles sont définies par une FDP gaussenne. Cette propriété
résulte du théoréme central limite qui énonce que sous certaines conditions générdes, la
distribution de x approche une FDP gaussenne de moyenne h et de variance s? quand le
nombre de rédisations de cette varidble augmente. Sdon ce théoréme, la distribution
d observetions résultant de plusieurs causes non corrdées, ol aucune ne prédomine sur une
autre, tend vers une didribution gaussenne (ce qui est le cas de tres nombreuses données
rédles).

On peut obtenir une FDP gaussenne en goutant n VA indépendantes x. Leur somme est
une VA de moyenne égae a la somme des moyennes des X, et de variance égde a la somme
de leurs variances:

h=hi+thy+..+h,
et
S2=5 1245 ,%+.. 45 ;2

. X-h . g L
dors |la variable —— est une VA gaussenne centrée réduite, c'est a dire de moyenne nulle
s

(=centrée sur 0) et ddimitant une surface égdle a 1 avec |’ axe des abscisses.
Avec une somme pondérée de plusieurs gaussennes, on peut gpprocher n’importe quelle
digtribution décrivant un phénomeéne réd. On parle dors d’ approximateur universdl.

Probabilités conditionnelles

Les probabilités conditionnelles relient différents évenements entre eux. Un exemple
d évenement et "lerésultat d'un lancé dedéest 6.
La probabilité d’ un événement A sachant qu’ un évenement B S est rédise est définie par :

P(A|B) =—P(’;(g)5) )

avec: P(ACB)=P(BCA) : probabilité que les événements A e B s rédisent en méme
temps. Donc on a (d'apres (1)) :

P(A C B) =P(A | B).P(B)
et

P(ACB)=P(B|A).P(A)

Remarque : lesnotations P(A C B), P(A et B) et P(A, B) sont équivaentes.

S A et B sont indépendants :
P(AIB)=P(A)

PA C B)=PA)" P(B)

Exemple : 2 lancés successifs d'un dé sont des évenements indépendants : le résultat du 2°
lancé est indépendant du 1.

et donc :
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Pour un plus grand nombre d événementsAi, Az, ...., A (cas générd d évenements non
indépendants) :

P(A1 et Az et ... et A )=p(A1]Az et ... et Ay) . P(A2|Asz et ... et Ay) s

-« P(AK-1AK) © P(A)
Remarque : on peut inverser | ordre des événements.

S les événements A; sont mutuellement indépendants, on a:
P(AretAzet...et AY) =P(A1) " P(A2) ... P(Ak-1) " P(Ax)
Pour les probabilités conditionnelles :
PAeB|C)=PA|BetC)” P(B|C)
Si A & B sont indépendants conditionnellement a C, dors

PAetB|C)=PA|C)” P(B|C)
Probabilités totales

Un évenement peut parfois se décomposer en pluseurs évenements exclusfs, c'est a dire
digincts. Ces évenements peuvent égdement ére exhaudifs, cest a dire quun de ces
évenements e rédise nécessarement. Par exemple, |'événement "le lancé d'un dé donne un
résultat supérieur a 4" peut se décomposr en deux événements exclusfs e exhaudifs: "le
résultat e 5" et "lerésultat et 6.

La formule des probabilités totades permet de caculer la probabilité d'un événement a
partir d'une telle décomposition. Soient A et B deux évenements, A pouvant ére décomposé
en évenements mutudlement exdudfs & exhaudifs A1, Az,.... (Cas généra . évenements pas
indépendants) Alorson a:

PB)=P(BCA))+P(BCA,)+..

=aPBCA)
=a P(BIA)" P(A)
parce gu’ un des évenements A; se produit forcément.
Exemple 1 : événements "pile" ou "face’ lors du jeté d une piece : exdudfs & exhaustifs.

Exemple 2 : événement "lacarte est un as' (qui Se décompose en 4 événements) lorsgu’ on tire
une carte. Il est compose d’ évenements exclusifs mais pas exhaudtifs.

Formule de Bayes

La formule de Bayes est a la base de la reconnaissance de formes bayesenne. Elle peut

étre déduite des expressions ci-dessus :
P, 18) ="ALCE)

P(B)
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_P(BGCA)
P(B)

__P(BIA)" P(A)
A P(BIA)" P(A)

les Ay sont exclusifs et exhaudtifs.

Exemple des jumeaux : il existe des vras et des faux jumeaux. Les faux jumeaux ont 2 fois
plus nombreux que les vrais. Les vrais sont toujours de méme sexe dors que les faux sont de
méme sexe avec une probabilité 1/2. Etant donné que 2 jumeaux sont de méme sexe, quele
et laprobabilité qu'ils soient de vraisjumeaux ?

P(vj |ms) = P(ms| V)"~ P(V)
P(ms| V)~ P(v) + P(ms |f])" P(fj)
113
T 1 Y3+12° 2/3
1

2
Probabilités totales et conditionnelles

PB|C)=P(BCA,|C)+P(BCA,|C)+..

a P(BCA, |C)

aP(BIA CC)" P(A|C)

37
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Exemplesde données: Iris

Contenu du fichier origind :

5.1,3.5,1.4,0.2 Iris-setosa
49,3.0,1.4,0.2,Iris-setosa
4.7,3.2,1.3,0.2,Iris-setosa
4.6,3.1,1.5,0.2,Iris-setosa
5.0,3.6,1.4,0.2,Iris-setosa
5.4,3.9,1.7,0.4,Iris-setosa
4.6,3.4,1.4,0.3,Iris-setosa
5.0,3.4,1.5,0.2,Iris-setosa
4.4,2.9,1.4,0.2,Iris-setosa
49,3.1,1.5,0.1,Iris-setosa
5.4,3.7,1.5,0.2,Iris-setosa
4.8,3.4,1.6,0.2,Iris-setosa
4.8,3.0,1.4,0.1,Iris-setosa
4.3,3.0,1.1,0.1,Iris-setosa
5.8,4.0,1.2,0.2,Iris-setosa
5.7,4.4,1.5,0.4,Iris-setosa
5.4,3.9,1.3,0.4,Iris-setosa
5.1,3.5,1.4,0.3,Iris-setosa
5.7,3.8,1.7,0.3,Iris-setosa
5.1,3.8,1.5,0.3,Iris-setosa
5.4,3.4,1.7,0.2,Iris-setosa
5.1,3.7,1.5,0.4,Iris-setosa
4.6,3.6,1.0,0.2,Iris-setosa
5.1,3.3,1.7,0.5,lris-setosa
4.8,3.4,1.9,0.2,Iris-setosa

7.0,3.2,4.7,1.4,Iris-versicolor
6.4,3.2,4.5,1.5,Iris-verscolor
6.9,3.1,4.9,1.5,Iris-verscolor
5.5,2.3,4.0,1.3,lris-versicolor
6.5,2.8,4.6,1.5,Iris-verscolor
5.7,2.8,4.5,1.3Iris-versicolor
6.3,3.3,4.7,1.6,Iris-versicolor
4.9,2.4,3.3,1.0,Iris-versgcolor
6.6,2.9,4.6,1.3,Iris-verscolor
5.2,2.7,3.9,1.4,lris-versicolor
5.0,2.0,3.5,1.0,Iris-versicolor
5.9,3.0,4.2,1.5,Iris-verscolor
6.0,2.2,4.0,1.0,Iris-verscolor
6.1,2.9,4.7,1.4,Iris-versicolor
5.6,2.9,3.6,1.3,Iris-verscolor
6.7,3.1,4.4,1.4,Iris-verscolor
5.6,3.0,4.5,1.5,Iris-versicolor
5.8,2.7,4.1,1.0,Iris-verscolor
6.2,2.2,4.5,1.5,Iris-verscolor
5.6,2.5,3.9,1.1,Iris-versicolor
5.9,3.2,4.8,1.8,Iris-versicolor
6.1,2.8,4.0,1.3,Iris-verscolor
6.3,2.5,4.9,1.5,Iris-verscolor
6.1,2.8,4.7,1.2,Iris-versicolor
6.4,2.9,4.3,1.3,lris-verscolor

6.3,3.3,6.0,2.5,Iris-virginica
5.8,2.7,5.1,1.9,Iris-virginica
7.1,3.0,5.9,2.1 Iris-virginica
6.3,2.9,5.6,1.8,Iris-virginica
6.5,3.0,5.8,2.2,Iris-virginica
7.6,3.0,6.6,2.1,Iris-virginica
4.9,25,4.5,1.7 Iris-virginica
7.3,2.9,6.3,1.8,Iris-virginica
6.7,2.5,5.8,1.8,Iris-virginica
7.2,3.6,6.1,2.5,Iris-virginica
6.5,3.2,5.1,2.0,Iris-virginica
6.4,2.7,5.3,1.9,Iris-virginica
6.8,3.0,5.5,2.1,Iris-virginica
5.7,2.5,5.0,2.0,Iris-virginica
5.8,2.8,5.1,2.4,Iris-virginica
6.4,3.2,5.3,2.3 Iris-virginica
6.5,3.0,5.5,1.8,Iris-virginica
7.7,3.8,6.7,2.2,Iris-virginica
7.7,2.6,6.9,2.3 Iris-virginica
6.0,2.2,5.0,1.5,Iris-virginica
6.9,3.2,5.7,2.3,Iris-virginica
5.6,2.8,4.9,2.0,Iris-virginica
7.7,2.8,6.7,2.0,Iris-virginica
6.3,2.7,4.9,1.8,Iris-virginica
6.7,3.3,5.7,2.1,Iris-virginica

Affichage de Sammon des données (2 exécutions différentes del’algorithme)
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Exemple de données: Wine

Il'y a3 classes, qui correspondent & 3 cultivateurs différents.
Dans le cadre ci-dessous sont données les 5 premieres lignes de chaque classe telles
gu' dles se présentent dans le fichier de données origind :

1,14.23,1.71,2.43,15.6,127,2.8,3.06,.28,2.29,5.64,1.04,3.92,1065
1,13.2,1.78,2.14,11.2,100,2.65,2.76,.26,1.28,4.38,1.05,3.4,1050
1,13.16,2.36,2.67,18.6,101,2.8,3.24,.3,2.81,5.68,1.03,3.17,1185
1,14.37,1.95,2.5,16.8,113,3.85,3.49,.24,2.18,7.8,.86,3.45,1480
1,13.24,2.59,2.87,21,118,2.8,2.69,.39,1.82,4.32,1.04,2.93,735
2,12.37,.94,1.36,10.6,88,1.98,.57,.28,.42,1.95,1.05,1.82,520
2,12.33,1.1,2.28,16,101,2.05,1.09,.63,.41,3.27,1.25,1.67,680
2,12.64,1.36,2.02,16.8,100,2.02,1.41,.53,.62,5.75,.98,1.59,450
2,1367,1.251.92,1894,2.1,1.79,.32,.73,3.8,1.23,2.46,630
2,1237,1.132.16,19,87,3.5,3.1,.19,1.87,4.45,1.22,2.87,420
3,12.86,1.35,2.32,18,122,1.51,1.25,.21,.94,4.1,.76,1.29,630
3,12.88,2.99,2.4,20,104,1.3,1.22,.24,.83,5.4,.74,1.42,530
3,12.81,2.31,2.4,24,98,1.15,1.09,.27,.83,5.7,.66,1.36,560
3,12.7,355,2.36,21.5,106,1.7,1.2,.17,.84,5,.78,1.29,600
3,12.51,1.24,2.25,17.5,85,2,.58,.6,1.25,5.45,.75,1.51,650

Remarque : le premier chiffre sur chague ligne correspond a un numeéro de classe (arbitraire)

Informations digoonibles dans le fichier associé :

13 attributs (=caractéristiques) :

1) Alcohoal 8) Nonflavanoid phenols

2) Mdlic acid 9) Proanthocyanins

3) Ash 10) Color intensity

4) Alcalinity of ash 11) Hue

5) Magnesium 12) OD280/0OD315 of diluted wines
6) Total phenols 13) Proline

7) Flavanoids

Répartition des exemples dansles 3 classes :

classe 1 :59 classe2:71

classe 3:48

Réaultat de |’ affichage de Sammon:
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Exemples de données: Caractéres manuscrits
1*" cas: Paramétres caractéristiques extraits d’images de caractéres manuscrits
(hollandais)

Extrait du fichier "caract_holland.don”, qui contient 20000 exemples différents (1 exemple =
1ligne) :

2835181306610808088T
51237210554133928410101
41168610626103737399D
71166359464410610288N
2131186666591751010G
411583886956608977S
4254487667662871010B
11321822282816277A
2244210626124816177J
1115139713262121981188M

etc

2° cas : Images brutes (car actéres normalisés en taille et en position)

Extrait du fichier "caract.don”, qui contient 10000 exemples différents:

000 00000000002 D|0|OC|0
ULV VNV NP AN A 2V ]
L2 LA Q2R 22RAZ4|2|2|43|2]|2
BD333B2(3[3H3[33[32(2[1[3[%(3/3]3
/4444494 H 4 S Y EH %9 Y74
155155575155 |5|5141S5(5|S5|=15|5]8
0 6|0 6|0 6|66 Clblelélelbltllbsébéle
ZI27 2 222 F121117[#H? 727
L %€ E 8 F K B EEBEETLLELESV4E|E
X2199121218/2217191%9919/919(4/9|1219]|9
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Exemple d’implémentation deskppv

Principe utilisé .

Les vecteurs a classer sont rangés dans une 1%° lige. Au fur & a mesure de leur
dassfication, ils sont rangés dans une 2° liste. Chague vecteur a classer est comparé a tous les
vecteurs de cette 2° liste (=les vecteurs déja classés).

Algorithme des kppv pour un vecteur a classer

Parameétres d’entrée :
- voisinage k
- vecteur a classer
- liste des vecteurs déja classés
Parametre de sortie :
- indice de la classe la plus proche (au sens des kppv)

calcul de la distance entre le vecteur a classer et tous les autres vecteurs déja classés :
- mettre les résultats dans un tableau de distances T
recherche des k distances les plus petites :
- répéter k fois
- rechercher la distance minimale dans le tableau des distances T
- retirer la valeur correspondante de T
- copier le vecteur correspondant dans une liste temporaire L
recherche de la classe la plus représentée parmi les k vecteurs les plus proches (vecteurs de la liste L):
- initialiser C compteurs a 0 (ot C nombre de classes)
- pour chacun des k vecteurs de la liste temporaire L
- incrémenter le compteur de la classe de ce vecteur
- rechercher le compteur maximal, en déduire la classe la plus proche du vecteur a classer

Algorithme des kppv pour un ensemble de vecteurs

Parameétres d' entrée :

- voisinage k

- liste des vecteurs a classer

- nombre de vecteurs pour initialiser chaque classe
Parametre de sortie :

- taux de reconnaissance pour chaque classe

création d’une 2° liste (liste 2) pour y ranger les vecteurs au fur et & mesure de leur classification :
liste 1: vecteurs a classer (passée en parametre)
liste 2 : vecteurs déja classés
normalisation des vecteurs de la liste 1
choix des exemples initiaux pour chaque classe:
pour chaque classe i
pour chaque exemple initial
- choisir aléatoirement un exemple de la classe i dans la liste 1
- copier cet exemple dans la liste 2
- retirer cet exemple de la liste 1
classification :
tant que la liste 1 n'est pas vide
- choisir aléatoirement un vecteur de cette liste
- appliquer la méthode des kPPV a ce vecteur (algo ci-dessus)
- comparer le résultat donné par les kPPV avec le bon résultat, et incrémenter un
compteur de bonnes classifications
- le copier dans la liste 2
- le retirer de la liste 1 a partir des compteurs de bonne classification
calcul des statistiques de classification

41
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